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三种非线性梁柱单元的研究及单元开发 
*陈学伟 1,2，韩小雷 1,2，孙思为 1 
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摘  要：罕遇地震作用下混凝土梁柱构件易进入塑性阶段而发生弹塑性损伤，正确地模拟结构进入非线性状态后

的力学行为对评价结构的抗震安全性具有重要的意义。通过面向对象语言编制了基于宏观单元的结构弹塑性分析

软件平台 MESAP，增加了三种非线性梁柱单元：基于刚度法纤维单元、基于柔度法纤维单元及基于柔度法的塑

性铰单元。通过算例分析三种非线性梁柱单元之间的差异。基于柔度法塑性铰单元的柔度矩阵积分方法可分为四

种，通过算例讨论四种积分方法的差异。算例分析结果表明基于柔度法的塑性铰单元是一种精度高具计算成本低

的宏观单元。Gauss-Radau 积分法要求进行塑性计算的积分点只有两个，该积分法计算效率较高且精度良好，适

用于整体结构的非线性分析之中，具有实际工程应用意义。 
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RESEARCH AND DEVELOPMENT OF THREE NONLINEAR 
BEAM-COLUMN ELEMENTS 

*CHEN Xue-wei1,2 , HAN Xiao-lei1,2 , SUN Si-wei1 
(1. School of Civil Engineering and Transportation, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China; 

2. State Key Laboratory of Subtropical Architecture Science, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China) 

Abstract:  Since the elastoplastic damages occur in concrete structures and components in plastic stage under a 
severe earthquake, precise prediction of nonlinear behavior of structures in the earthquake is important to assess 
the seismic safety of the structures. A structural elastoplastic analysis program MEASP which bases on macro 
elements is compiled with object oriented language and three kinds of nonlinear beam-column elements are 
implemented in MESAP: stiffness-based fiber element, flexibility-based fiber element and flexibility-based plastic 
hinge element. Differences between the elements are compared by case study. Four kinds of integration methods 
for obtaining the flexibility matrix of the plastic hinge element are studied. The results show that a 
flexibility-based plastic hinge element is an accurate macro element with low computation cost. Only two 
integration points are required by the Gauss-Radau integration method handling a nonlinear analysis. It is 
accuracy and its computational efficiency is applicable in the entire structure nonlinear analysis and practical in 
engineering.  
Key words:  fiber element; plastic hinge element; frame column; reversed cyclic loading test; nonlinear analysis 
 

随着我国经济的发展，对建筑结构的抗震性能

评估有了更高的要求。常规结构线弹性分析方法已

经很难满足结构抗震分析的要求。因此如何正确的

对结构进行非线性分析，准确的预测结构在罕遇地
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震作用下的非线性行为，成为结构性能设计中的重

点问题。结构非线性分析模型可分为微观模型和宏

观模型两种，微观模型计算量大、试验分析校正困

难等问题，所以很难用于模拟大型整体结构。与微

观模型相对应的是宏观模型，宏观单元具有自由度

少、计算量小等优点。塑性铰模型是常用的宏观模

型之一，其优点是将复杂的构件弹塑性行为采用为

简单的截面力-位移关系曲线表达，也可以采用纤维

截面进行表达。基于柔度法的塑性铰单元计算收敛

速度快，适用于大型结构分析。如 OpenSEES[1]与

Perform-3D[2]均加入了基于柔度法的塑性铰梁柱 
单元。 

1  基于柔度法的塑性铰单元理论 

1.1  基于刚度法的梁柱单元 
基于刚度法的梁柱单元提出较早，Mari 与

Scordelis[3]提出了基于刚度的梁柱单元模型，单元

的刚体位移规定如图 1 所示。 

x

y

Q3,q3

Q1,q1 Q2,q2

i j  
图 1  刚体位移向量规定 

Fig.1  Definition of rigid mode vector 

该模型把单元划分为若干个积分区段，积分点

处截面的位移通过 3 次 Hermit 多项式插值得到，对

插值函数进行求导可以得到截面处对应的截面变

形，如式(1)―式(2)所示。 
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通过截面变形与截面的力-位移关系得到截面

抗力向量与切线刚度矩阵。截面的刚度矩阵沿长度

进行积分得到单元刚度矩阵，如下式所示： 

T

0

( ) ( ) ( )d
L

x k x a x x= ∫K a          (3) 

截面的抗力向量沿长度进行积分得到单元抗

力向量，如下式所示： 

T

0

( ) ( )d
L

RR
x D x x= ∫Q a           (4) 

基于刚度法的单元主要缺点是 3 次的 Hermit

插值函数不能很好地描述端部屈服后单元的曲率

分布，而且单元层次没有迭代计算因此收敛速度

慢。为减少 Hermit 函数造成的误差，采用多细分单

元的方法进行建模，可以得到较好的效果。 
1.2  基于柔度法的梁柱单元 

基于柔度法的梁柱单元是由 Filippou[4]提出了

基于柔度的梁柱单元模型，这一模型同样把单元划

分为若干个积分区段，积分点处的截面力通过线性

插值得到，线性插值函数如下式所示： 
( / 1) ( / ) 0

( )
0 0 1

x L x L
x

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

b        (5) 

通过插值函数把单元力转化为截面，根据上一

迭代步截面柔度矩阵，将截面力变成截面变形，通

过截面的力与变形关系得到截面的抗力与切线刚

度。截面的柔度矩阵沿长度进行积分得到单元柔度

矩阵，如下式所示： 

T

0

( ) ( ) ( )d
L

x x x x= ∫F b f b          (6) 

截面的不平衡力向量转化为残余变形，并沿长

度进行积分得到单元下一步迭代的变形增量，如 
下式所示： 

1 T

0

( ) ( )d
L

j jq s x x x+∆ = − = ∫b r        (7) 

当截面抗力与截面力不相等时，将截面不平衡

力转化为截面残余变形重新赋给单元进行迭代计

算直至截面不平衡力为零，残余变形的计算如式所

示。这过程称为单元内部迭代，由于对单元进行内

部迭代计算，使整体结构计算时迭代收敛速度提

高。截面的力-变形关系可以通过弯矩-曲率关系表

述，如式(8)所示。 
也可以采用纤维截面，纤维截面的截面刚度矩

阵如式(9)所示。 
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刚度法与柔度法的梁柱单元积分多采用

Gauss-Lobatto 积分方法，将式(6)改写积分为： 
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1
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积分点位置与积分点的权系数如图 2 所示。 

ξ1=0.0 ξ2=0.5 ξ3=1.0
ω1=1/3 ω2=4/3 ω3=1/3

ξ1=0.0 ξ2=0.1726 ξ5=1.0
ω1=0.1 ω2=0.5444 ω5=0.1

ξ4=0.8273
ω4=0.5444

ξ3=0.5
ω3=0.7111

ξ1=0.0 ξ2=0.2763 ξ5=1.0
ω1=1/6 ω2=5/6 ω5=1/6

ξ4=0.7237
ω4=5/6

 
图 2  Gauss-Lobatto 积分点与权系数示意图 

Fig.2  Gauss-Lobatto integration points and weight coefficient 

基于柔度法的单元主要优点是在模拟弯曲型

梁柱构件时，可以得到很好的效果且收敛速度快，

但是大量的试验表明梁柱塑性区多发生在端部，其

中部基本处于弹性状态，因此 Scott 与 Fenves[5]提出

了基于柔度法的塑性铰单元。 
1.3  基于柔度法的塑性铰单元 

基于柔度法的塑性铰单元与基于柔度法的梁

柱单元的计算过程是一样的，同样具有单元内迭代

步骤，不同之处，塑性铰单元的中部积分截面采用

弹性本构，不需要进行求解切线刚度与截面抗力的

步骤，单元内部迭代的收敛标准是只要塑性区截面

收敛即可，这样就提高了求解速度。塑性铰单元的

柔度矩阵求解如下式所示： 

T
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1
( ) ( ) ( )
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e

i i i i
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x x x ω
=

= +∑F b f b f      (11) 

其中， int
ef 为弹性部分的柔度矩阵，其计算公式如  

式(12)―式(13)所示。 
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文献提出塑性铰单元常用四种积分方式，分别

为两端端中点积分法，两端边点积分法，两端

Gauss-Radau 积分法及修正 Gauss-Radau 积分法，积

分法示意图如图 3 所示。 
其中修正 Gauss-Radau 积分法的第 2 个与第 3

个积分点属于弹性部分，虽然是四点积分，但是需

要进行截面分析的只有两个积分点，因此其弹性部

分柔度矩阵应改写为： 
4 T T

int 8/34
d ( )3pj
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L Le
s s pix LL

f b x f b L
−

=
= + +∫f b b  
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s pjx L Lf b L

= −
b              (14) 

两端 Gauss-Radau 积分法计算成本最高，因为

需要进行四个积分点处的截面分析。 

ξ1=Lpi/2,ω1=Lpi ξ2=L-Lpj/2,ω1=Lpj

弹性部分

ξ1=0,ω1=Lpi ξ2=L,ω2=Lpj

ξ1=0
ω1=Lpi/4

ξ4=L
ω4=Lpj/4

ξ2=2Lpi/3
ω2=3Lpi/4

ξ3=L-2Lpj/3
ω3=3Lpj/4

ξ1=0
ω1=Lpi

ξ4=L
ω4=Lpj

ξ2=8Lpi/3
ω2=3Lpi

ξ3=L-8Lpj/3
ω3=3Lpj  

图 3  塑性铰单元积分形式示意图 
Fig.3  Sketch of integration of plastic hinge element 

2  弹塑性软件 MESAP 编制及单元 
开发 

基于宏观模型的结构非线性分析方法在国内

外已经应用很多，如 OpenSEES、PERFORM-3D。

笔者为了更好的研究宏观模型理论及程序实现方

法，通过面向对象语言 Delphi 开发了基于宏观单元

理论的弹塑性分析软件 MESAP(Macro Element 
Structural Analysis Program)。软件是基于面向对象

技术来编写的，如图 4 所示。 

单元 结点 约束荷载

材料

单轴材料本构截面本构

修正Clough模型
Kent-Park
  混凝土

Pinto
钢筋

数据文件 模型

刚度法纤维单元

柔度法纤维单元

柔度法塑性铰单元

 
图 4  MESAP 类之间的关系图 

Fig.4  The relationship diagram between classes of MESAP  

可不断扩展单元库与材料本构库，配有图形化

的前后处理，图形界面如图 5 所示。 

 
图 5  MESAP 软件界面图 
Fig.5  Interface of MESAP  
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笔者根据上述理论，将三种梁柱单元——基于

柔度法纤维单元、基于刚度法纤维单元及基于柔度

法的塑性铰单元加入 MESAP 的单元库，基于柔度

法的单元内迭代过程图如图 6 所示。MESAP 还具

有两种剪力墙单元模型：三弹簧模型(TVLEM)[6]与

多竖向弹簧模型(MVLEM)[7―8]，MESAP 的材料库

具有多种材料模型，包括 Kent-Park[9]混凝土本构模

型、Pinto[10]钢筋本构模型，其滞回曲线与 OpenSEES
的对比如图 7 所示，以及本文用来描述弯矩曲率关

系的修正 Clough[11]模型等。 

 

图 6  基于柔度法的单元内迭代流程图 
Fig.6  Iterative flow chat of flexibility-based element  
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图 7  材料模型滞回曲线 
Fig.7  Hysteretic curve of material model 

3  算例分析 

3.1  柱低周往复荷载试验 
Tanaka与Park[12](1990年)为研究不同配箍形式

及不同轴压比下矩形柱的抗震性能，对 8 组矩形柱

进行低周往复荷载试验分析，本文采用 MESAP 软

件对该试验进行数值分析，研究基于柔度法塑性铰

单元的适用性。本文选取与中国规范的配箍形式接

近的柱子：试件 1、试件 5 及试件 7。3 个试件的截

面配筋图如图 8 所示。试件的材料、箍筋及轴压比

如表 1 所示。试件底端固定，上端自由。试验加载

制度为先进行竖向加载，加载至设定的轴力以后进

行力控制加载，随后进行位移加载，每级位移约为

20mm、40mm、60mm、80mm。 

   

(a) 试件 1           (b) 试件 5 与试件 7 

图 8  试件配筋示意图 
Fig.8  Details of specimen 

表 1  试件材料指标、箍筋与轴压比 
Table 1  Material parameter, stirrup and axial compressive ratio of specimen 

混凝土 钢筋(直径 20mm) 箍筋(直径 12mm) 
试件 

抗压强度/MPa 屈服强度/MPa 极限强度/MPa 屈服强度/MPa 极限强度/MPa 
箍筋间距/mm 轴压比

#1 25.6 474 721 333 481 80 0.2 
#5 32 511 675 325 429 110 0.1 
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3.2  基于截面弯矩-曲率关系的塑性铰模型的分析 
以试件 1 为例，试件 1 高度为 1.8m，混凝土抗

压强度 cf ′ =25.6MPa，为考虑箍筋的约束效应，采

用 Mander 公式对约束区的混凝土抗压强度进行计

算，体积配筋率 hρ =0.84%，约束力 lf =2.51MPa，
得到约束区抗压强度 ccf ′ =36.23MPa，对应应变 ccε = 

0.0062，根据 Kent-Park 混凝土模型规定，取压碎时

混凝土应变 20ε =0.0165 。纵筋的弹性模量取

200000MPa，强化系数取 0.01。采用 XTRACT 程序

对试件 1 进行截面分析，施加竖向力为 819kN，分

析得到弯矩曲率曲线如图 9 所示。根据能量相等原

理对弯矩曲率曲线进行二折线简化得到塑性铰骨

架曲线，软化系数 α=0，抗弯刚度 K0=1.86× 
1013N⋅mm2，屈服强度取 My=260kN⋅m。塑性铰长度

pL 采用 Paulay与 Priestley(1992)[13]提出的经验公式

计算，得到 pL =352mm，如下式： 

0.08 0.022p y bL L f d= +   (单位制为 N, mm) (15) 

采用 MESAP 对试件 1 进行建模，塑性铰的滞

回模型采用修正 Clough 模型，塑性铰积分方法采

用修正 Gauss-Radau 法，卸载刚度退化系数γ =0.5，

分析结果与试验结果对比如图 10 所示，表明基于

截面弯矩-曲率关系的塑性铰模型基本能够描述柱

的滞回特性，由于采用二折线简化滞回曲线偏向简

单，总体耗能情况与卸载路径基本吻合。 
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图 9  试件 1 截面弯矩-曲率曲线权系数示意图 
Fig.9  Section moment-curvature curve of specimen 1 
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图 10  试件 1 滞回分析曲线对比 
Fig.10  Comparison of hysteretic curves of specimen 1 

3.3  塑性铰积分方法的对比 
以试件 1 为例，将塑性铰骨架曲线的软化系数

α 取为 0.03 与−0.03 两种情况。采用 MESAP 对试

件 1 进行单调推覆分析，考察四种不同的塑性铰积

分方法对转化或强化效应的影响。分析结果如图 11
所示，图 11 中#1―#4 分别代表两端中点积分法、

两端边点积分法、两端 Gauss-Radau 积分法及修正

Gauss-Radau 积分法。图 11 表明在强化与软化行为

中两端中点积分法高估了屈服强度，由于假定塑性

铰曲率代表值为塑性区的中点而不是端点，不符合

实际情况，而两端中点积分法使刚度偏小。两端

Gauss-Radau 积分法在强化段比修正 Gauss-Radau
稍高，软化段非常吻合。综上所述，两端

Guass-Radau 积分法与修正 Guass-Radau 积分法的

精度高，而修正 Guass-Radau 积分法的计算成本  
较低。 

0

100

200

300

400

500

0 10 20 30 40

顶点位移(mm)

水
平

推
力

(
k
N
)

#4 #3 #2 #1  
(a) 强化情况 

0

100

200

300

400

0 10 20 30 40

顶点位移(mm)

水
平

推
力

(
k
N
)

#4 #3 #2 #1  
(b) 软化情况 

图 11  不同塑性铰积分法的对比 
Fig.11  Comparison between different integration methods of 

plastic hinge  

3.4  基于纤维截面的塑性铰模型的分析 
基于截面弯矩-曲率关系的塑性铰模型其滞回

分析的精度与截面本构的曲线相关，截面本构多采

用多折线模型，与试验分析结果较难吻合，而采用

纤维截面的塑性铰可以采用带曲线的混凝土与钢

筋本构，能较好地与试验的滞回曲线吻合。基于弯

矩曲率关系的塑性铰需要在截面分析时考虑恒定

的轴力影响，对于变化轴力情况难以分析，而纤维
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截面能够考虑压弯耦合。本文通过 MESAP 对试件

1、试件 5、试件 7 进行纤维截面塑性铰模型的建模，

进行低周往复试验模拟。 
试件 5 与试件 7 截面与纵筋配置相同，箍筋间

距不同。根据 mander 约束混凝土计算公式，试件 5：
hρ =0.64%， lf =1.80MPa， ccf ′ =41.35MPa， ccε = 

0.0049， 20ε =0.0146。试件 7： hρ =0.78%， lf = 
2.28MPa， ccf ′ =42.80MPa， ccε =0.0053， 20ε =0.0182。

纤维截面中混凝土采用 Kent-Park 模型本构，钢筋

采用 Pinto 钢筋本构，塑性铰长度按式(15)计算，塑

性铰积分方法采用修正 Gauss-Radau 法，纤维单元

积分点取 4 个，得到塑性铰长度为 356mm。为对比

不同的梁柱单元的精度，以试件 5 为例建立三种梁

柱单元进行对比。试件的分析结果如图 12 所示。

图 12(b)中表明基于刚度法的纤维单元精度差，高估

了承载力，证明了 1.1 所论述的观点。基于柔度法

的纤维单元与塑性铰单元都与试验结果基本吻合，

在卸载曲线上塑性铰单元吻合程度较高。采用塑性

铰单元对试件 1 的模拟结果如图 13 所示，在不调

整任何参数的情况下与试验结果吻合。塑性铰单元

与柔度法纤维单元对试件 7 的模拟结果如图 14 所

示，表明分析结果中提前进入下降段，混凝土本构

计算公式低估了混凝土材料的延性，应提高混凝土

的压碎应变值，将 20ε 改为 0.036 时分析结果如   

图 15 所示，调整应变以后，塑性铰模型基本与试

验结果吻合，而且在最后一个加载循环中才出现陡

下降段，与试验情况一致。而纤维单元模型仍过早

出现下降段，与试验结果不吻合。纤维单元的塑性

变形一般发生在端部，而端部的积分长度由

Gauss-Lobotto 积分点确定，其长度与实际的塑性铰

长度可能有偏差，而塑性铰单元通过经验公式先划

分塑性区段有利于集中在塑性变形截面处计算刚

度退化，这样可以准确地反映整个单元的刚度退化

情况。 

-600

-400

-200

0

200

400

600

-100 -50 0 50 100

顶点位移(mm)

水
平

推
力

(
k
N
)

试验 塑性铰模型  

(a) 塑性铰模型 
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(b) 刚度法纤维模型 

-600

-400

-200

0

200

400

600

-100 -50 0 50 100

顶点位移(mm)
水

平
推

力
(
k
N
)

试验 柔度法纤维模型  

(c) 柔度法纤维模型 

图 12  试件 5 滞回曲线图对比 
Fig.12  Comparison of hysteretic curves of specimen 5 
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图 13  试件 1 滞回曲线图对比 
Fig.13  Comparison of hysteretic curves of specimen 1 
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图 14  未调整试件 7 滞回曲线图对比 
Fig.14  Comparison of hysteretic curves of specimen 7 
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图 15  调整后试件 7 滞回曲线图对比 
Fig.15  Comparison of modified hysteretic curves of  

specimen 7 

4  结论 

本文对三种非线性梁柱单元：基于柔度法梁柱

单元、基于刚度法梁柱单元及基于柔度法的塑性铰

单元进行研究，采用面向对象语言开发了弹塑性分

析软件 MESAP，并向软件加入三种梁柱单元。运

用 MESAP 程序对一系列钢筋混凝土柱低周往复试

验进行数值模拟。分析三种梁柱单元的区别，塑性

铰单元的积分方法的区别。分析结果对比表明，塑

性铰的四种积分方法中，修正 Gauss-Radau 积分法

速度快且精度高。基于纤维截面的塑性铰模型优于

基于截面弯矩-曲率关系的塑性铰，滞回曲线较饱满

且接近试验结果，不需要进行截面分析，可以考虑

压弯耦合。对试件 5 进行多种模型分析发现基于刚

度法的纤维单元精度稍差，基于柔度法的纤维单元

与塑性铰较为吻合，表明 3 次的 Hermit 插值函数不

能很好地描述端部截面的变形。最后对试件 7 的分

析表明塑性铰模型因为先定义了塑性铰长度，集中

在塑性区截面上计算刚度退化，其分析的结果比固

定积分点的纤维单元更加准确。综上所述，基于柔

度法的纤维单元是一种精度高具计算成本低的宏

观单元。该单元需要进行塑性计算的积分点只有两

个，提高了计算效率，在整体结构的非线性分析之

中，具有实际工程应用意义。 
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